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Введение 

Актуальность исследования. 

Теория чисел – очень обширная тема. Основные их свойства начинают изучать еще в 5 классе. Например, 

“наибольший общий делитель” и “наименьшее общее кратное” - одни из первых тем по математике в 

среднем звене. Элементарная теория чисел помогает решать различные задачи (в том числе олимпиадные), 

но многие забывают о простейших свойствах чисел. Последнее задание ЕГЭ профильной математики 

решают далеко не все. Согласно исследованиям, в 2020 году это задание решили 10,3% выпускников (1). 

Согласитесь, результаты неутешительные. А ведь задачи с применением теории чисел входят в материалы 

по подготовке не только к ЕГЭ и ОГЭ, но и к олимпиадам.  

Проблема исследования: 

Затруднения при решении на олимпиадах и низкий процент выполнения на ЕГЭ задач на “теорию чисел”. 

Гипотеза. 

Затруднения в решении этих задач возникают из-за того, что информация поступает к ученикам обрывочно. 

Темы, необходимые для решения, проходятся на протяжении всего времени обучения в среднем и старшем 

звеньях, поэтому о некоторых свойствах можно просто и не вспомнить. Следовательно, существует один или 

несколько методов по решению таких задач, доступных для учащихся 9-11 классов.  

Цель исследования. 

Систематизировать теоретический материал и выявить метод(ы) по решению задач на “теорию чисел”.  

Задачи исследования: 

• Найти причину затруднений при решении задач; 

• Изучить теоретический материал, связанный с темой; 

• Изучить осведомлённость учащихся 9-11 классов о задачах на теорию чисел; 

• Изучить и классифицировать задачи; 

• Составить подборку задач для изучения разных методов решения; 

• Составить методическое пособие с методами решения задач; 

 

Практическая значимость. 

Материал проекта и его результат можно использовать в качестве основы при подготовке к олимпиадам, 

ОГЭ и ЕГЭ.  

Методы исследования: 

1. Эмпирический (изучение литературы по теме исследования, самостоятельное решение задач); 

2. Обобщение и систематизация материала; 

3. Экспериментально-теоретический (анализ и сравнение); 
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Новизна исследования: 

Эта тема является для меня новой, и ее изучение позволит мне освоить решение новых видов задач, методы 

их решения и расширить спектр знаний и навыков для подготовки к итоговой аттестации. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   
 

 5  
 

 

 

 

Глава I 

Из истории теории чисел. 

Теория чисел в основном является наукой о системе обыкновенных целых чисел с присущими ей 

связями и законами. Целые числа составляют в большей мере как бы основу математики, а их законы 

обладают необыкновенной четкостью и прозрачностью, поэтому, по-видимому, К. Гаусс и назвал теорию 

чисел «царицей математики». Впервые теория чисел оформилась как наука в трудах знаменитого 

математика, члена Петербургской Академии наук Леонарда Эйлера.  

Тем не менее, весомый вклад в становление теории чисел оказали пифагорейцы, Евклид и Диофант. 

Пифагорейцы рассматривали только целые положительные числа и полагали число собранием единиц. 

Единицы были неделимы и располагались в виде правильных геометрических тел. Изучая свойства чисел, 

они разбили их на чётные и нечётные, простые и составные.  

Теория делимости появилась в 399 году до н. э. и принадлежит, по-видимому, Теэтету. В основе теории 

лежит алгоритм Евклида для нахождения наибольшего общего делителя двух чисел. Следствием алгоритма 

является возможность разложения любого числа на простые сомножители, а также единственность такого 

разложения. Закон однозначности разложения на простые множители является основой арифметики целых 

чисел. 

Основные понятия. 

Теория чисел (или высшая арифметика) — раздел математики, первоначально изучавший свойства целых 

чисел. В современной теории чисел рассматриваются и другие типы чисел, 

например, алгебраические и трансцендентные (вещественные и комплексные), а также функции различного 

происхождения, которые связаны с арифметикой целых чисел и их обобщений. По своим методам теория 

чисел делится на четыре части: элементарную, аналитическую, алгебраическую и геометрическую. Разберём 

каждую из них. (13) 

o Элементарная. 

В элементарной теории чисел целые числа изучаются без использования методов других разделов 

математики. Среди основных тематических направлений элементарной теории чисел можно выделить 

следующие: 

1. Теория делимости целых чисел. 

2. Алгоритм Евклида для вычисления наибольшего общего делителя и наименьшего общего кратного. 

3. Разложение числа на простые множители и основная теорема арифметики. 

4. Теория сравнений по модулю, решение сравнений. 

5. Цепные дроби, теория приближений. 

6. Диофантовы уравнения, то есть решение неопределённых уравнений в целых числах. 

7. Изучение некоторых классов целых чисел — совершенные числа, числа Фибоначчи, фигурные числа 

и др. 

8. Малая теорема Ферма и её обобщение: теорема Эйлера. 
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9. Нахождение пифагоровых троек, задача о четырёх кубах. 

10.  Занимательная математика — например, построение магических квадратов. 

o Аналитическая. 

Это раздел теории чисел, в котором свойства целых чисел исследуются методами математического анализа. 

Первым шагом в этом направлении стал метод производящих функций, сформулированный Эйлером. 

В аналитической теории чисел для вывода и доказательства утверждений о числах и числовых функциях 

используется мощный аппарат математического анализа, иногда также теория дифференциальных 

уравнений. Это позволило значительно расширить тематику исследований теории чисел. В частности, в неё 

вошли следующие новые разделы: 

• Распределение простых чисел в натуральном ряду и в других последовательностях (например, среди 

значений заданного многочлена); 

• Представление натуральных чисел в виде сумм слагаемых определённого вида (простых 

чисел, степеней, фигурных чисел и т. Д.); 

• Диофантовы приближения. 

 

o Алгебраическая. 

Это раздел теории чисел, в котором свойства целых чисел исследуются методами математического анализа. 

Наиболее известные результаты относятся к исследованию распределения простых чисел.  

o Геометрическая. 

В общих чертах эту теорию можно охарактеризовать как применение в теории чисел геометрических 

понятий и методов. Геометрическая теория чисел изучает в основном «пространственные решётки» — 

системы точек с целочисленными координатами (в прямоугольной или косоугольной системе координат). 

 

Глава II 

Социологический опрос. 

Для того чтобы понять осведомлённость учащихся о задачах на теорию чисел, необходимо было провести 

социологический опрос. Т. к. задания на данную тему встречаются как в ОГЭ, так и в ЕГЭ, было решено 

провести опрос среди учеников 9-11 классов.  



   
 

 7  
 

 

(рис. 1) 

 

(рис. 2) 

 

(рис. 3) 

Исходя из опроса, немалая часть учеников не осведомлена о данной теме, но при этом многим было бы 

интересно её изучить. 
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Исследование и решение задач. 

Рассмотрим несколько задач из ОГЭ, ЕГЭ и олимпиад. 

1) Известно, что a>b>c. Какое из следующих чисел отрицательно? 

В ответе укажите номер правильного варианта. 

1) a-b 

2) a-c 

3) b-c 

4) c-b 

Рассмотрим все варианты ответа: 

1) a-b>0, так как по условию a> b. 

2) a-c>0, так как по условию a> c. 

3) b-c>0, так как по условию b> c. 

4) c-b <0, так как c <b.  

Таким образом, c-b — отрицательное число. 

 Правильный ответ указан под номером 4 (9) 

2) Значение какого из данных выражений положительно, если известно, что x>0, y <0? В ответе укажите 

номер правильного варианта. 

1) xy 

2) (x − y)y 

3) (y − x)y 

4) (y − x)x 

Заметим, что x-y>0, y-x <0. Имеем: 

1) xy<0. 

2) (x − y)y<0. 

3) (y − x)y>0. 

4) (y − x)x<0. 

Правильный ответ указан под номером: 3. 

Подобные задачи встречаются в ОГЭ, их уровень не сложный и решить их сможет почти каждый. 

Рассмотрим задания №19 из ЕГЭ базового уровня. 
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3) Приведите пример трёхзначного числа, сумма цифр которого равна 20, а сумма квадратов цифр делится 

на 3, но не делится на 9. 

Разложим число 20 на слагаемые различными способами: 

20 = 9 + 9 + 2 = 9 + 8 + 3 = 9 + 7 + 4 = 9 + 6 + 5 = 8 + 8 + 4 = 8 + 7 + 5 = 8 + 6 + 6 = 7 + 7 + 6. 

При разложении способами 1−4, 7 и 8 суммы квадратов чисел не кратны трём. При разложении пятым 

способом сумма квадратов кратна девяти. Разложение шестым способом удовлетворяет условиям 

задачи. Таким образом, условию задачи удовлетворяет любое число, записанное цифрами 5, 7 и 8, 

например, число 578. 

4) Найдите четырёхзначное число, кратное 22, произведение цифр которого равно 24. В ответе укажите 

какое-нибудь одно такое число. 

Произведение 24 дают следующие наборы из четырех цифр: 8, 3, 1, 1, или 6, 2, 2, 1, или 6, 4, 1, 1, или 

4, 3, 2, 1, или 3, 2, 2, 2. Чтобы число делилось на 22, оно должно делиться и на 2, и на 11. 

Следовательно, это четное число — оно заканчивается четной цифрой. Число делится на 11, если 

сумма цифр, которые стоят на четных местах, равна сумме цифр, стоящих на нечетных местах, либо 

отличается от неё на 11. Для первого, второго и пятого наборов суммы цифр нечетные, следовательно, 

суммы цифр, стоящих на четных и нечетных местах, не могут быть равны; они не могут также 

отличаться на 11 ни при какой перестановке цифр. Рассматривая второй и третий наборы, находим 

числа, удовлетворяющие всем условиям: 4312, 3124, 2134, 1342. (10) 

Рассмотрим задания с ЕГЭ профильного уровня №18. 

5) Известно, что a, b, c, и d — попарно различные положительные двузначные числа. 

а) Может ли выполняться равенство (a+c)/(b+d)=7/19? 

б) Может ли дробь (a+c)/(b+d) быть в 11 раз меньше, чем сумма a/b+c/d? 

в) Какое наименьшее значение может принимать дробь (a+c)/(b+d), если a>3b и c>6d? 

а) Пусть a=10, b=20, c=11, d=37. Тогда (a+c)/(b+d)=21/57=7/19 

б) Предположим, что 11* (a+c)/(b+d)= a/b+c/d  

Тогда:

 

С другой стороны имеем:  Следовательно, числа 

  и имеют разные знаки и, значит, левая и правая часть в последнем 

равенстве не могут быть равны. Пришли к противоречию. Значит, данная дробь не может быть в 11 

раз меньше суммы. 

в) Из условия следует, что  и  Значит,  Отсюда, учитывая, что 

число b целое, получаем, что  Используя неравенства  и 

 получаем: 
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Пусть  и  Тогда  Следовательно, наименьшее 

возможное значение дроби  равно  

Ответ: а) Да, например, если  и  б) нет; в)  

 

6) Натуральные числа a, b, c и d удовлетворяют условию a> b> c> d. 

а) Найдите числа a, b, c и d, если a + b + с + d = 15 и a2 − b2 + с2 − d2 = 27. 

б) Может ли быть a + b + с + d = 19 и a2 − b2 + с2 − d2 = 19? 

в) Пусть a + b + с + d = 1000 и a2 − b2 + с2 − d2 = 1000. Найдите количество возможных значений числа 

a. 

а) Из условия получаем: 

 

 

Поскольку  получаем:  или  

В первом случае из равенства  учитывая, что  и числа  

и  имеют разную чётность, находим  чего не может быть. 

Во втором случае из неравенства  учитывая, что  находим 

 откуда получаем:  

б) Из условия получаем: 

 

 

Поскольку  получаем, что  то есть  Аналогично, 

 последнее равенство выполняется только при  и  Значит, 

 что невозможно. 

в) Из равенства  получаем:  Значит, 

 Получаем четвёрку чисел  

Поскольку  получаем:  Кроме того,  откуда  

Значит, a принадлежит промежутку (251; 500). Более того, для любого целого a из этого 

промежутка найденная четвёрка чисел удовлетворяет условию задачи. Таким образом, a может 

принимать 248 значений. 

Ответ: а) a = 7, b = 5, c = 2, d = 1; б) нет; в) 248. (11) 
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И, наконец, разберем пару заданий с различных олимпиад. 

7) Докажите, что число, имеющее нечётное число делителей, является точным квадратом. 

Если d – делитель числа n, то n/d – также делитель. Таким образом, все делители числа делятся на 

пары. Если число имеет нечётное число делителей, то делители какой-то пары совпадают. Тогда d = 

n/d, откуда n = d2, то есть число n – квадрат целого числа. 

8) Сумма кубов трёх последовательных натуральных чисел оказалась кубом натурального числа. 

Докажите, что среднее из этих трёх чисел делится на 4. 

В решении латинскими буквами везде обозначены натуральные числа.  

По условию, (x – 1)3 + x3 + (x + 1)3 = y3, или  3x(x2 + 2) = y3. Значит, y делится на 3,  y = 3z  и   x(x2 + 2) = 

9z3. Очевидно, НОД(x, x2 + 2) ≤ 2. 

Пусть НОД(x, x2 + 2) = 1.  Тогда либо x = 9u3 и x2 + 2 = v3, либо x = u3, x2 + 2 = 9v3 при некоторых 

натуральных u, v. В первом случае 81u6 + 2 = v3, что невозможно, так как куб целого числа при 

делении на 9 дает остаток 0 или ±1. Аналогично, второе равенство влечёт, что u6 + 2 = 9v3, что 

невозможно по тем же причинам. 

Итак, НОД(x, x2 + 2) = 2, x(x2 + 2) = 9z3.  Тогда x (и, следовательно, z) чётно, поэтому x(x2 + 2) делится 

на 8. Поскольку x2 + 2 не делится на 4, получаем, что x делится на 4.  

9) Назовём натуральное число хорошим, если среди его делителей есть ровно два простых числа. Могут 

ли 18 подряд идущих натуральных чисел быть хорошими? 

Предположим, что нашлись 18 хороших чисел подряд. Среди них найдутся три числа, делящихся на 6. 

Пусть это числа 6n, 6(n + 1) и 6(n + 2).  Поскольку эти числа – хорошие, и в разложение каждого из 

них на простые множители входят двойка и тройка, других простых делителей у них быть не может. 

Лишь одно из трёх подряд идущих натуральных чисел n, n + 1, n + 2 может делиться на 3. Значит, 

остальные два являются степенями двойки. Но пары степеней двойки, отличающихся не более чем на 

два, – это только (1, 2) и (2, 4); поэтому n ≤ 2.  Однако тогда среди наших 18 чисел есть простое число 

13 (так как 6n ≤ 13 ≤ 6(n + 2)), не являющееся хорошим. Противоречие.  

Ответ: не могут. (12) 

Выявление методов решения задач. 

Решая задачи, я прибегала к следующим утверждениям, с помощью которых я пришла к ответу: 

- Проверка того, поможет ли определение чётности числа (переменной); 

- Если в задаче требуется определить, делится ли одно на другое, или встречается дробное выражение, 

прибегнуть к признакам делимости; 

- Если надо сравнить два числа с третьим или друг с другом, могут пригодиться НОД и НОК; 

- Если в задаче просят найти решение в целых числах, могут понадобиться знания о множителях и о 

простых числах; 

- Если в задаче встречается многочлен, формулы сокращённого умножения могут помочь в решении; 

Поскольку почти все задачи уникальны, не существует определённого метода по их решению. Но есть 

определённый блок знаний, который может помочь. И если свободно владеть этими знаниями, то можно 

отработать решение до интуитивного уровня.  
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Составление методического материала. 

На основе выявленных утверждений я составила подборку задач для отработки материала. В начале в нем 

представлены рекомендации к решению, затем задачи, представленные блоками, на отработку тех или иных 

свойств чисел, например чётность, простота, признаки делимости и т.д. К первой задаче из каждого блока 

представлено решение в качестве примера. В конце сборника - ответы для проверки. Так же присутствуют 

задания повышенной сложности.  

Глава III. 

Заключение. 

Подводя итог вышеизложенному, можно сказать о следующем - задания на теорию чисел имеют разные 

формулировки, и во всех них есть как сходства, так и различия. Существует множество способов решения 

таких задач и к каждой задаче может быть как одно, так и несколько решений. Они зависят от условия. 

Значит, что для успешного решения таких заданий нужно владеть множеством таких способов. 

При работе с данной темой пришлось научиться мыслить шире, необходимо было актуализировать и 

систематизировать все имеющиеся знания. Изучение основных методов решения позволило освоить 

некоторые задания из ОГЭ (задание 7), ЕГЭ (задание 18). 

Результат проекта. 

На основе проделанной работы я составили методический материал по теме «Задачи на теорию чисел”. Он 

состоит из 6 блоков заданий. Подобная форма является удобным и доступным инструментом для выработки 

умения решения данных задач. Служит хорошим практическим средством для развития интереса к 

изучаемому, повышения мотивации, быстрым способом отработки навыка. 
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