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1. Введение 

Различные задачи с параметрами в настоящее время изучаются в школьном курсе 

математики и введены в ЕГЭ по математике. До сих пор их освоение вызывает затруднения 

в большей или меньшей степени у учащихся. Это объясняется и большим разнообразием 

типов и методов решения и сложностью самих задач. В данной работе рассматривается ме-

тод определителей, который позволяет упростить решение определенного вида задач с па-

раметрами.  

Новизна работы заключается в том, что данный метод не входит в стандартную про-

грамму изучения математики в средней школе, но его можно применять для решения опре-

деленного класса задач, которые изучаются по программе. 

Гипотеза исследования: метод определителей существенно оптимизирует процесс 

решения линейных систем уравнений и систем уравнений с параметром, сводящимся к ли-

нейным. 

Объект исследования: системы линейных уравнений с двумя переменными и си-

стемы уравнений, сводящиеся к ним. 

Предмет исследования: метод определителей. 

 Цели работы: 

1) исследовать конкретный тип задач с параметром: решение линейных систем урав-

нений с двумя неизвестными и систем, сводящимся к линейным системам, методом опреде-

лителей; 

2) показать, что метод определителей существенно упрощает решение таких задач и 

позволяет их алгоритмизировать. 

Задачи работы: 

1) изучить метод определителей; 

2) рассмотреть варианты применения этого метода  для решения линейных систем 

уравнений и систем уравнений, сводящимся к ним; 

3) применить графическую интерпретацию для решения систем уравнений с пара-

метром; 

4) обобщить полученные знания  и сформулировать алгоритм решения изучаемых 

систем уравнений методом определителей. 

2. Теоретическая часть 

Справочный материал (метод определителей) 

2.1. Определение линейных систем двух уравнений с двумя перемен-

ными 

Система вида 








222

111

cybxa

cybxa
, (1) 

где 02

1

2

1 ba  и 02

2

2

2 ba  называется линейной системой двух уравнений с двумя 

неизвестными. 

Линейная система (1) может либо иметь единственное решение, либо иметь беско-

нечно много решений, либо не иметь решений. 
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Основные методы решения системы (1) – метод подстановки, метод исключения не-

известного и метод определителей. 

В дальнейшей нашей работе будет рассматриваться только один из методов решения 

системы (1) – это метод определителей. 

2.2. Определение матриц системы и их определителей 

Запишем таблицу, составленную из коэффициентов при неизвестных в системе (1). 











22

11

ba

ba
A  - основная матрица системы; 










22

11

bc

bc
Bx

 - матрица системы по пере-

менной x; 









22

11

ca

ca
By

 - матрица системы по переменной y. 

Таблицы Bx и By составляются соответствующей заменой коэффициентов a и b на 

коэффициенты c. 

Если матрица содержит n строк и m столбцов, то говорят, что она имеет размерность 

n x m. Если n=m, то матрица называется квадратной. 

Число строк (а следовательно, и число  столбцов квадратной матрицы) называется 

порядком матрицы. 

Для квадратной матрицы вводится понятие определителя матрицы, обозначаемый 

символом det A, det Bx, det By. (детерминанты) 

Определителем матрицы 2-го порядка 









22

11

ba

ba
A  называется число, вычисляемое 

по следующему правилу: 

1221

22

11
det baba

ba

ba
A   ; 1221

22

11
det bcbc

bc

bc
Bx  ; 1221

22

11
det caca

ca

ca
By   

2.3. Количество решений системы уравнений в зависимости от раз-

личных условий 

I). Для того, чтобы система имела единственное решение, необходимо и достаточно, 

чтобы 0det A . В этом случае решение находится по формулам: 
A

B
x x

det

det
 ; 

A

B
y

y

det

det
 . 

Эти формулы называются формулами Крамера. (Крамер. Г. (1704-1752) – швейцарский ма-

тематик). 

(Если a1, b1, a2, b2 отличны от нуля, то условие 0det A  эквивалентно условию 

2

1

2

1

b

b

a

a
 ). 

II). Для того чтобы система не имела решений, необходимо и достаточно, чтобы 

0det A  и хотя бы один из определителей xBdet  или yBdet  был отличен от нуля. 

(Если a1, b1, a2, b2 отличны от нуля, то условие 0det A , 0det xB  

( 0det A , 0det yB ) эквивалентно условию 
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
 ). 

III). Для того чтобы система имела бесконечно много решений, необходимо и доста-

точно, чтобы 0detdetdet  yx BBA . 
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(Если a1, b1, a2, b2 отличны от нуля, то условие 0detdetdet  yx BBA  эквивалент-

но условию 
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
  с учётом ограничений коэффициентов системы (1)). 

Уравнения системы (1) можно истолковать как уравнения двух прямых на плоско-

сти, а задачу решения системы – как задачу об отыскании точки пересечения этих прямых. 

Возможны три случая: 1) данные две прямые пересекаются; этот случай отвечает опреде-

лённой системе; 2) данные две прямые параллельны; этот случай соответствует несовмест-

ной системе; 3) данные прямые совпадают; этот случай соответствует неопределённой си-

стеме: каждая точка «дважды заданной» прямой будет решением системы. [3, стр.180-181]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример № 1 [3, стр. 181] 

Вычислить следующие определители второго порядка: 

а) 
32

57
; б) 





sincos

cossin 
.  

Решение: 

а) по определению имеем 
32

57
=75 – 25 = 21 – 10 = 11; 

б) по определению имеем 


)cos(cossinsin
sincos

cossin





 

1cossin 22    

Ответ: а) 11; б) 1. 

Пример № 2  

Систему 








3710

725

yx

yx
 решить с помощью определителей. 

Решение: 

552035
710

25



 ; 

55649
73

27



 x ; 

557015
310

75
 y ; 

1
55

55
;1

55

55



 yx . 

Ответ: x=1; y=-1. 

a2x+b2y=c2 

a1x+b1y=c1 

X 

Y 

a2x+b2y=c2 a1x+b1y=c1 

X 

Y 

a2x+b2y=c2 a1x+b1y=c1 

X 

Y 

0

)0(0

0





yx

0 yx
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3. Практическая часть 

3.1. Решение линейных систем с параметром 

Пример № 3 [1, стр. 103]. 

Найти все значения а, при которых система имеет единственное решение: 









3

623

yax

yx
 

Решение: 

Система имеет единственное решение, если 0det A , т.е. 

2

3

;023
1

23






a

a
a

 

Ответ: система имеет единственное решение при ).;
2

3
()

2

3
;(  a  

Пример № 4 [1, стр. 103]. 

Найти все значения а, при которых система имеет бесконечно много решений: 









324)1(

12

ayxa

ayx
. 

Решение: 

Поскольку 04)1(,041 2222  aa  и aa
a

a
Bx 644

432

21
det 2 


 ; 

aa
a

a
Aa

aa
By 224

41

21
det;2

321

11
det 2 





 , то  

1)

1;2

0422

0det

21

2







aa

aa

A

    2) 

3) 

2

02

0det







a

a

By

 

4) учитывая условия 2,0detdetdet  aBBA yx  

* 
Этот пример аналогичен задаче: найти все значения а, при которых прямые 

12  ayx  и 324)1(  ayxa  параллельны. 

Ответ: при а=2 – система имеет бесконечно много решений. 

Ответ*: при а=2 – прямые параллельны (не имеют общих точек). 

Пример № 5 [1, стр.103]. 

Найти все значения параметра а, при которых система не имеет решений: 











2)12(

4)2(

5

22

ayaax

ayaxa
 

Решение: 

2

1
;2

0464

0det

21

2







aa

aa

Bx
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022
12

2
det

042
2

4
det

0det

3

2

237

5

22















aa
aa

aa
A

aaaa
aa

aa
B

B

y

x

 

а = 0 или а = 1 

Ответ: система не имеет решений при а = 1. 

Пример № 6 [1, стр. 101]. 

Для каждого а решить систему 








1

2

ayx

ayax
 

Решение: 

2

2

3

2

2

11
det

1
1

1
det

1
1

1
det

aa
aa

B

a
a

a
B

a
a

a
A

y

x







 

1) 0det A  и система имеет единственное решение при 1a  

11
;

1

1

1

1
2

22

2

3





















a

a

a

aa
y

a

aa

a

a
x  

2) 0detdetdet  yx BBA  и система имеет бесконечно много решений при а = 1, 

тогда 








1

1

yx

yx
 и x = t, y = 1 – t , где Rt  

3) 0det A  и 0det yB  и система не имеет решений при 1a  

Ответ: при );1()1;1()1;(  a  - единственное решение: 

;
1

;
1

12











a

a
y

a

aa
x  

при а = 1 – бесконечно много решений: x = t, y = 1 – t , где Rt ; 

при а = -1 – система не имеет решений. 

Пример № 7 [1,стр. 102]. 

Найти все значения а, при которых решения системы удовлетворяют условию x < 0 и 

y < 0:








25

163

ayx

yx
 

Решение: 
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156
25

13
det

12
2

61
det

10);0det..(0303,303
5

63
det















y

x

B

a
a

B

аAктaa
a

A

 


















303

1

303

12

a
y

a

a
x

 

x < 0, y < 0 – по условию. 


















0
303

1

0
303

12

a

a

a

 

1) 0
303

12






a

a
 

1. –а + 12 = 0 ; -3а + 30 = 0 

 а = 12 а = 10 

2. 

)12;10(a  

 

2) 0
303

1


 a
 

1. а = 10 

2.  

);10( a  

3) 

)12;10(a  

Ответ: при )12;10(a  решения системы удовлетворяют условию x < 0 и y < 0. 
*
Ответ: при )12;10(a  прямые пересекаются в III четверти. 

 

Пример № 8 [3, стр. 182]. 

Исследовать систему 








13)3()1(

2)32()1(

ayaxa

ayaxa
 

Решение: 

* Данную задачу можно сформулировать 

иначе: найти все значения а, при которых 

прямые 3x-6y=1 и 5x-ay=2 пересекаются в 

III четверти. 
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35223123
132

21
det

912537665
313

322
det

33232
31

321
det

222

222

222



















aaaaaa
aa

aa
B

aaaaaa
aa

aa
B

aaaaaa
aa

aa
A

y

x  

 

 

1) detA=0 

 -a
2
 + 3a = 0 

 a1 = 0 и a2 = 3 

2) detBx=0 

 -5a
2
 + 12a + 9 = 0 

 a1 = -0,6 и a2 = 3 

3) detBy=0 

 2a
2
 + 5a –3 = 0 

 a1 = -1/2 и a2 = 3 

 

Учитывая условия пункта 3.3., сформулируем ответ. 

Ответ: а) при а = 0 – система не имеет решений; 

б) при а = 3 – система имеет бесконечно много решений; 

в) при );3()3;0()0;(  a  - система имеет единственное решение. 

* И тогда ответ можно записать так: 

а) при а = 0 – не имеют общих точек; 

б) при а = 3 – прямые совпадают; 

в) при );3()3;0()0;(  a  - прямые пересекаются в одной точке. 

3.2. Решение линейных систем с модулем 

Пример № 9 [1, стр. 105]. 

При всех значениях параметра а решить систему: 










ayax

yxa 1
 

Решение: 

1) Если а = 0, то 

















0

1

00

10

x

y

yx

yx
 

2) Пусть а > 0, тогда исходная система равносильна системе 








aayx

yax 1
 

* Условие этой задачи можно сформулировать 

иначе. Найти все значения а, при которых пря-

мые (a-1)x+(2x-3)y=a+2 и (a+1)x + (a-3)y = 

3a+1: 

а) не имеют общих точек; 

б) совпадают; 

в) пересекаются в одной точке. 
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.1
1

1
det

,2
11

det

,1
1

1
det

2

2













a
a

a
B

aaa
aa

B

a
a

a
A

y

x  

Система имеет единственное решение (т.к. а2 + 1  0 ни при каких а) 

1

1
;

1

2
2

2

2 







a

a
y

a

a
x  

3) Пусть а < 0, тогда исходная система равносильна системе 








aayx

yax 1
 

).1(1
1

1
det

,0
11

det

,1
1

1
det

22

2


















aa
a

a
B

aa
aa

B

a
a

a
A

y

x  

Единственное решение 1
1

)1(
;0

1

0
2

2

2










a

a
y

a
x  

Ответ:  при а > 0 
1

1
;

1

2
2

2

2 







a

a
y

a

a
x  

  при а  0 1;0  yx  

Пример № 10 [1, стр. 106]. 

При всех значениях параметра а решить систему: 


















1

1
0

1

1

yax

yx
x

yxa

yx
 

Решение: 

.1
1

11
det

,211
11

11
det

,1
1

11
det

a
a

B

B

a
a

A

y

x













 

Единственное решение: 
a

a
y

aa
x














1

1
;

1

2

1

2
 при а  -1 и  

10
1

2



a

a
 (при а > -1 

1

1
;

1

2









a

a
y

a
x ). 

Нет решений: 101det  aaA . 
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Бесконечного множества решений нет, т.к. 2det xB . 









1

1
0

yax

yx
x  

.1
1

11
det

,211
11

11
det

,1
1

11
det

a
a

B

B

a
a

A

y

x
















 

Единственное решение: 
1

1
;

1

2











a

a
y

a
x  при 1,010

1

2





aa

a
 

Бесконечного множества решений нет, т.к. 02det xB  

Ответ: при  1;a  - нет решений; 

при  1;1a  - ;
1

1
;

1

2









a

a
y

a
x  

при );1( a  - ;
1

1
;

1

2
11









a

a
y

a
x  

 

3.3. Решение систем уравнений с двумя переменными с параметром, 

сводящихся к линейным системам с двумя переменными 

Пример № 11 [7, № 1234]. 

Решить систему уравнений для всех а    










ayx

yx 1
 

Решение: 

Пусть 


















0

0
,

n

m

ny

mx
 









amn

nm 1
 

.1
1

11
det

,1
1

11
det

,0211
11

11
det













a
a

B

a
a

B

A

n

m  
















2

1

2

1

a
n

a
m

 

;
1

1
;

1

2
22









a

a
y

a
x
















0
2

1

0
2

1

a

a
















y
a

x
a

2

1

2

1


















4

)1(

4

)1(

2

2

a
y

a
x
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







1

1

a

a
 

  ;1a  

Ответ: 1) при а  1 ;
4

)1(
;

4

)1( 22 





a
y

a
x  

2) при а < 1 – нет решений. 

Пример № 12 [4, стр. 175]. 

Найти множество значений а, при которых система не имеет решений: 












 161135

21253

2

2

1 ax

ax

y

y

 

Решение: 

Пусть 


















1

0
,

5
2

v

u

v

ux

y
 









161135

2123

auv

auv
 

.573851054833
16115

213
det

,19953222361
31611

221
det

,19109
35

23
det


















aaa
a

a
B

aaa
a

a
B

A

u

v  




















19

5738

19

1995

a
u

a
v

; 




















)2(,0
19

5738

)1(,1
19

1995

a

a

 

(1) 01
19

1995




 a
   (2) 0

19

5738




a
 

 

4

04

0
19

1976








a

a

a

     

2/3

32

032







a

a

a

 









2/3

4

a

a
 

при  2/3;4a  - единственное решение, значит при     ;2/34; a  - систе-

ма не имеет решений. 

Ответ: при     ;2/34; a  - система не имеет решений. 

 

Пример № 13 [8, стр. 310, №12]. 
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Найти все значения а, при которых сумма 2

2

2

1   , где 1x  и 2y  - решение си-

стемы 








12

23

ayx

ayx
, будет наименьшей. 

Решение: 

.14233
11

23
det

,5124
21

12
det

,716
21

13
det


















aaa
a

a
B

aaa
a

a
B

A

y

x  
















7

14

7

5

a
y

a
x

; 
















7

14

7

5

2

1

a

a





 

49

26217

7

14

7

5 222

2

2

2

1










 








 


aaaa
  

Введём новое обозначение: 

 

 
49

26

49

2

49

17

49

26217

2

2






aaaf

aa
af

 
Функция f(a) - квадратичная функция; график - парабола, ветви которой направлены 

вверх, т.к. коэффициент при а
2
 равен 0

49

17
 . 

Чтобы ответить на вопрос задачи, необходимо и достаточно, определить первую 

координату вершины параболы: 
17

1

49

17
2

49

2

0 





a  

Ответ: при 
17

1
a  сумма 2

2

2

1   будет наименьший. 

Пример № 14. [4, стр. 205 № 40]. 

Найти 22 yx  , если 















1312

2222

21

2

ax

ax

y

y

 

 

Решение: 

Пусть 



















0

1
,

1

2
2

n

m

nx

m
y

 









132

22

anm

amn
  









132

22

anm

anm
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552413
132

21
det

5262
113

22
det

541
12

21
det


















aaa
a

a
B

aaa
a

a
B

A

y

x  




















5

55

5

5

a
n

a
m










1an

am
 









01

1

a

a
 1

1

1









a

a

a
 

Итак, 








0

1

n

m
 












01

12
2

x

y

 

 








2

1

y

x
 

54122  yx  

Ответ: 522  yx  

Пример № 15 [4, стр. 206, № 44]. 

При каких значениях а система уравнений 










 2

2

3210sin5

sin4226

x

x

ay

ya
 не совместна 

Решение: 

Пусть 


















11

1
,

sin

2
2

m

t

my

tx

 









tam

mat

8105

426
  









1058

246

amt

amt
 

76381632606
108

246
det

19101020
510

124
det

38830
58

16
det


















aaa
a

a
B

aaa
a

a
B

A

m

t  















38

7638

38

19

a
m

a
t

 












2

2

am

a
t

 












121

1
2

a

a
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







31

2

a

a
 

 3;2a  - при таких а система имеет единственное решение. Значит, система не 

совместна (не имеет решения) при     ;32; a . 

Ответ: при     ;32; a  - система не совместна. 

4. Вывод 

Таким образом, на основе рассмотренных примеров можно сказать, что задача такого 

типа не представляют особой трудности для учащихся, если в достаточной степени овла-

деть методом определителей. Этот метод позволяет существенно оптимизировать процесс 

решения систем уравнений с параметром. 

Итак, можно выделить основные этапы решения (алгоритм): 

1.1) привести систему к стандартному виду (1); 

1.2) при необходимости сделать замену переменных и свести систему двух урав-

нений к линейной; 

2) найти три определителя: yx BBA det,det,det ; 

3) выделить случаи, когда система имеет бесконечно много решений, единственное 

решение или не совместна; 

4.1) найти значения неизвестных; 

4.2) при необходимости перейти к начальным переменным и найти их значения; 

5) оценить значения параметра; 

6) сформулировать ответ. 

5. Задачи для самостоятельного решения  

В Приложении 1 представлены задачи для самостоятельного решения. 
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Рецензия 

на научно-практическую работу Потанина Михаила, ученика 11«А» класса МБОУ СОШ 

с углубленным изучением информатики №68  «Применение метода определителей для 

решения систем уравнений с параметром» 

Научное направление работы. Работа написана на актуальную тему и представляет 

собой учебное исследование, целями  которого является изучение конкретного типа задач 

с параметром: решение линейных систем уравнений с двумя неизвестными и систем, 

сводящимся к линейным системам, методом определителей; а так же показать, что метод 

определителей существенно упрощает решение таких задач и позволяет их 

алгоритмизировать. 

Научная новизна. Новизна работы заключается в том, что метод определителей не 

входит в школьную программу изучения математики, но его можно применять для 

решения определенного класса задач, которые изучаются по программе и представлены на 

экзамене. 

Оценка достоверности результатов. Использованы методы научных исследований: 

теоретическое познание, наблюдение, системный подход, сравнительный анализ, 

аналитическая оценка. 

Теоретическая значимость рецензируемой работы заключается в том, что на основе 

изученной научной литературы автор представил алгоритм решения данного вида задач с 

параметрами. 

Практическая значимость определяется возможностью использования результатов 

исследования для оптимизации решения систем уравнений с двумя переменными с 

параметром методом определителей.  

Формальная характеристика исследования. Стиль изложения лаконичен, содержание 

последовательно и структурно выдержано. Работа содержит предметный материал, 

соответствующий школьной программе. 

Данная работа адресована учащимся, как основной школы, так и учащимся старших 

классов, может быть использована на факультативных занятиях, курсах по выбору, 

элективных курсах, в том числе и в профильных классах. 

Общее заключение. Считаю, что рецензируемая работа имеет научно-практическую 

значимость и может быть представлена на научно-практическую конференцию «Высший 

Пилотаж 2025». 
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